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Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizient

1 Kurze Wiederholung

Was sind ZusammenhangsmafRe?

Haben wir bislang immer nur eine Variable x (Lagemale, Streuungsmale, Schiefe und Wolbung, Gra-
fiken etc.) individuell analysiert, sollen nun zwei Variablen x und y gleichzeitig betrachtet werden, um
festzustellen, ob zwischen diesen ein Zusammenhang besteht. Dabei gilt, dass ein solcher Zusam-
menhang unterstellt werden kann — aber nicht existieren muss (siehe hierzu Aussagen zu Korrelation
und Kausalitdt) — wenn die Variablen miteinander korrelieren (d.h. sich gleichmaRig zueinander ver-
halten). Hierbei wird in gleichsinnige Korrelationen (grofRere x-Werte fallen mit groBeren y-Werten
zusammen, kleinere x-Werte fallen mit kleineren y-Werten zusammen) und gegensinnige Korrelatio-
nen (groRere x-Werte fallen mit kleineren y-Werten zusammen, kleinere x-Werte fallen mit gréBeren
y-Werten zusammen) unterschieden. Die Starke gleichsinniger oder auch gegensinniger Korrelatio-
nen (nicht aber die Starke eines moglichen inhaltlichen Zusammenhangs) wird tiber sogenannte Zu-
sammenhangsmalie wiedergegeben.

Welches Zusammenhangsmald sich berechnen ldsst, hdngt — wie so vieles in der Statistik — vom Ska-
lenniveau der betrachteten Variablen ab. Liegen nominalskalierte Variablen vor, eignet sich der Chi*-
Koeffizient, fir ordinalskalierte Variablen empfiehlt sich dagegen der Rangkorrelationskoeffizient
nach Spearman oder auch der Konkordanzkoeffizient nach Kendall, wahrend sich fiir metrisch skalier-
te Daten wiederum der Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizient anbietet. Wie in vielen Fallen ist die
Berechnung der Parameter , abwartskompatibel”, nicht aber , aufwartskompatibel®, d.h. fiir metrisch
skalierte Daten kdnnte beispielsweise auch der Chi*-Koeffizient oder der Rangkorrelationskoeffizient

IM

nach Spearman berechnet werden, fir ordinalskalierte Daten aber niemals der Bravais-Pearson-
Korrelationskoeffizient. Grundsatzlich immer moglich ist auch die unterstiitzende grafische Zusam-
menhangsanalyse von Daten, wobei sich fiir diskrete Daten die Konstruktion gruppierter oder be-
dingter Balkendiagramme, fiir stetige Daten dagegen die Konstruktion von zwei- und dreidimensiona-
len Streudiagrammen sowie Scatterplot-Matrizen empfiehlt.

Korrelation und Kausalitat

Von wesentlicher Bedeutung fiir die Interpretation von ZusammenhangsmaRen ist die Verinnerli-
chung der Tatsache, dass identifizierte Korrelationen zwar ndaher untersucht, niemals jedoch unmit-
telbar inhaltlich interpretiert werden sollten — auch dann nicht, wenn sich eine Interpretation im
Hinblick auf einen sachlogischen Zusammenhang zwischen den betrachteten Variablen geradezu
aufdrangt. Untersucht man beispielsweise den Zusammenhang zwischen Preis und Verkaufszahlen
und identifiziert dabei eine starke Korrelation zwischen beiden Variablen, ist es zwar durchaus logisch
davon auszugehen, dass der Preis die Verkaufszahlen beeinflusst (und nicht umgekehrt) — auf Basis
eines Zusammenhangsmalies lasst sich diese Annahme jedoch keinesfalls beweisen, da alle im Rah-
men dieser Vorlesung betrachteten Zusammenhangsmale keine Wirkungsrichtung (x beeinflusst y, y
ist abhangig von x) kennen. Tatsachlich kann jede starke Korrelation zweier Variablen auf vier mogli-
che Ursachen zurlickzufiihren sein, die wir nachfolgend kurz betrachten wollen.

* Moglichkeit 1: Es liegt ein ,,echter” inhaltlicher Zusammenhang mit einseitiger Wirkungsrich-
tung vor, d.h. x beeinflusst tatsachlich y bzw. y ist tatsachlich abhangig von x. Falschlicher-
weise wird leider oft davon ausgegangen, dass eine starke Korrelation immer auf einen sol-
chen monokausalen Zusammenhang zurlickzufiihren ist bzw. diesen sogar irgendwie , be-
weist”. Diesen Fehler sollte man (auch in der Klausur) nach Maéglichkeit vermeiden.
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* Moglichkeit 2: Es handelt sich um einen sogenannten beidseitigen Zusammenhang, d.h. x be-
einflusst y wahrend y gleichzeitig auch x beeinflusst. Dies ist etwa beim Bekanntheitsgrad ei-
nes Produktes und dessen Verkaufszahlen der Fall, da die Bekanntheit einerseits die Ver-
kaufszahlen beeinflusst (ein stark beworbenes Produkt ist bekannter und wird haufiger ange-
fragt), gleichzeitig aber auch die Verkaufszahlen den Bekanntheitsgrad beeinflussen (ein Pro-
dukt, das sich etwa Uber eine Niedrigpreisstrategie viel verkauft, wird mit der Zeit immer be-
kannter). Derartige beidseitige Zusammenhange lassen sich nur mit statistischen Komplex-
verfahren naher untersuchen, die wir im Rahmen dieser Vorlesung nicht kennenlernen wer-
den. Die besondere Schwierigkeit bei der Analyse beidseitiger Zusammenhange besteht —
wie man sich vermutlich leicht vorstellen kann — darin, festzustellen, welcher Anteil des Zu-
sammenhangs sich auf welche Wirkungsrichtung (x ->y; y -> x) zuriickfihren I&sst.

Moglichkeit 3: Es handelt sich um einen rein zufdlligen Effekt — eine sogenannte Scheinkorre-
lation. Korreliert man nur genligend Variablen gegeneinander, wird man immer Kombinatio-
nen finden, bei denen sich allein durch Zufall eine starke Korrelation ergibt. In der Vorlesung
hatten wir hierzu die Internetseite des US-Juristen Tyler Vigen kennengelernt, der seit Jahren
Korrelationen (ausgedriickt Gber den Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizienten) sammelt,
bei denen ein inhaltlicher Zusammenhang zwischen beiden Variablen mehr als unplausibel
sein diurfte. Auf http://www.tylervigen.com/spurious-correlations finden sich viele hervorra-
gende Beispiele dafiir, warum eine — auch sehr starke — Korrelation noch lange nicht belegt,
dass zwischen den betrachteten Variablen auch ein kausaler Zusammenhang existiert — so
etwa zwischen der Scheidungsrate im US-Bundesstaat Maine und dem Pro-Kopf-Konsum von
Margarine (r = 0,99258) oder dem Pro-Kopf-Konsum von Mozzarella und der Anzahl an Pro-
movenden in den Ingenieurswissenschaften (r = 0,958648).

Als Nebenbemerkung sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass Untersuchungsdesigns,
die auf dem wahllosen ,, Durchspielen” einer Vielzahl von Korrelationsmoglichkeiten ohne die
vorherige Aufstellung inhaltlich begriindeter Vermutungen und Forschungsfragen basieren,
aufgrund der Existenz derartiger Scheinkorrelationen abzulehnen sind. Testet man namlich
nur genligend Kombinationen von Variablen durch, werden sich letztlich immer starke oder
sehr starke Korrelationen finden lassen, die jedoch nicht notwendigerweise auf einen inhalt-
lichen Zusammenhang zurlickzufiihren sind. Wir werden dieser Problematik bei der Betrach-
tung statistischer Testverfahren unter dem Stichwort , p-value hacking” erneut begegnen.

* Moglichkeit 4: Es handelt sich um einen indirekten Zusammenhang zwischen x und y liber ei-
ne dritte, nicht betrachtete Variable z. Das geradezu klassische Beispiel hierfiir ist die lber
die Jahre mehrfach bestatigte, dullerst starke Korrelation zwischen der Geburtenrate und der
Anzahl von Stdrchen in deutschen Landkreisen. Obwohl zwischen beiden Variablen — natiir-
lich — kein unmittelbarer Zusammenhang besteht, sind sie doch Uber eine dritte Variable —
den Grad der Urbanisierung — miteinander verbunden. Da der Urbanisierungsgrad sowohl die
Geburtenquote (aus soziologischen Griinden) als auch die Storchdichte (aus 6kologischen
Griinden) gleichermalen beeinflusst, korrelieren beide Variablen deutlich miteinander. Auch
die Moglichkeit eines solchen Zusammenhangs sollte bei der Interpretation von Korrelatio-
nen nicht voreilig ausgeschlossen werden — bei betriebs- oder volkswirtschaftlichen Frage-
stellungen finden sich derartige ,Hintergrundzusammenhange” sogar recht haufig.
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Da eine starke Korrelation zweier Variablen theoretisch auf jede dieser vier Moglichkeiten zurtickzu-
fliihren sein kann, sollte man sich vor der kausalen Interpretation von Korrelationen tunlichst hiiten —
auch wenn der inhaltliche Zusammenhang sich vermeintlich ,offensichtlich” prasentiert. Eine Korre-
lation ist stets nur als ein Hinweis darauf zu begreifen, welche moglichen Zusammenhange sich fir
eine vertiefte Analyse mit weiterfiihrenden statistischen Verfahren (insbesondere Tests) anbieten. In
vielen Vorlesungen und Lehrblichern wird diese wirklich wesentliche Erkenntnis mit dem bekannten
Merksatz ,,Korrelation ist nicht gleich Kausalitat” vermittelt.

Der Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizient

Liegen metrisch skalierte Daten (natlrlich bei beiden Variablen) vor, kann — wie oben erwahnt — der
Korrelationskoeffizient nach Bravais-Pearson berechnet werden. Dieser ist allerdings ausschlieBlich
ein MaR fiir die Starke einer linearen Korrelation zwischen zwei Variablen. Liegt eine andere Form
des Zusammenhangs — beispielsweise ein quadratischer oder logarithmischer Zusammenhang - vor,
wird dieser durch Bravais-Pearson nicht bzw. nicht vollumfanglich aufgedeckt. Bei der Interpretation
des Korrelationskoeffizienten ist somit unbedingt zu berlicksichtigen, dass ein niedriger Wert nicht
bedeutet, dass zwischen den untersuchten Variablen keinerlei Zusammenhang besteht — er bedeutet
lediglich, dass zwischen den untersuchten Variablen kein linearer Zusammenhang besteht.

Der Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizient wird anhand folgender Formel berechnet:

E(-xi*yi)_n*;*;7
i=1

r

< —2 < —2
YO -nEx # ¥ () -n*y
i=1 i=1

Die Formel lasst erkennen, dass das Anlegen einer Hilfstabelle mit folgenden Spalten sinnvoll ist:

2 2

Nr. X y X y (x *y)
1
n
@ // // //

Der Korrelationskoeffizient r liegt stets zwischen -1 und +1 und wird wie folgt interpretiert:

* Bei positiven Werten liegt ein positiver Zusammenhang vor (die Wertepaare liegen auf
einer steigenden Geraden), bei negativen Werten ein negativer Zusammenhang (die Werte-
paare liegen auf einer fallenden Geraden). Werte nahe Null deuten darauf hin, dass keine
lineare Korrelation zwischen den beiden betrachteten Variablen vorliegt.

* Liegt der Betrag (!) von r nahe 0, liegt keine (lineare) Korrelation vor, bei Werten bis 0,5 kann
von einer schwachen, bei Werten zwischen 0,5 und 0,8 von einer mittelstarken und bei Wer-
ten zwischen 0,8 bis 1,0 von einer starken Korrelation gesprochen werden, wobei der maxi-
mal erreichbare Betrag von 1,0 eine perfekte Korrelation (alle Wertepaare liegen aufgereiht
auf einer Geraden) anzeigen wiirde. Die hier aufgezeigten Interpretationsgrenzen sind dabei
nicht verbindlich, sondern stellen lediglich (erfahrungswertbasierte) Vorschlage dar.
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2 Beispielrechnungen

Ein Eishandler variiert ceteris paribus (unter sonst gleichbleibenden Rahmenbedingungen) die Preise
einer Kugel Eis iber den Verlauf von sieben Tagen und zeichnet auf, wie viele Kugeln zu dem jeweili-
gen Preis veraullert wurden.

Tag Kugelpreis (in Euro) Verkaufte Kugeln (in Stlick)
1 0,50 337
2 0,55 318
3 0,60 226
4 0,65 211
5 0,70 235
6 0,75 117
7 0,80 123

Berechnen Sie den Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizienten.

Im ersten Schritt ist die bereits vorgestellte Hilfstabelle anzulegen und auszufullen.

Nr. X y x> v (x *vy)
1 0,50 337 0,25 113569 168,50
2 0,55 318 0,30 101124 174,90
3 0,60 226 0,36 51076 135,60
4 0,65 211 0,42 44521 137,15
5 0,70 235 0,49 55225 164,50
6 0,75 117 0,56 13689 87,75
7 0,80 123 0,64 15129 98,40
2 4,55 1567,00 3,03 394333 966,80
@ 0,65 223,86 // // //

Die auf diese Weise errechneten Werte werden anschlieBend in die Formel eingetragen.
n — —
E(-xi *yi)_n*X*y

y= i=1
\/E(x?)—n*? *\/E(yb—n*?
i=1 i=1

. 966,80 — 7*0,65% 223,86
J3,03-7%0,65% *4/394333-7%223,86°

=-0,9372 =-0,94

Das Ergebnis weist auf eine starke negative Korrelation zwischen beiden Variablen hin — ein Ergebnis,
das durch einen Blick auf das umseitige Streudiagramm (im Beispiel erstellt mit SSP) bestatigt wird.
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Eine Hochschule befragt zehn Absolventen/innen funf Jahre nach ihrem Abschluss nach ihrem aktuel-
len Nettogehalt und ordnet die Summen den (metrisch skalierten!) Punkten in ihrer Abschlussklausur
zu. Existiert eine lineare Korrelation zwischen dem Abschneiden in der Klausur und dem Nettogehalt

nach flnf Jahren Berufstatigkeit?

Student Nr. Klausurbewertung Nettogehalt (in EUR)
1 98 2340
2 72 3750
3 65 1890
4 71 2420
5 56 2830
6 93 3110
7 66 1970
8 82 2480
9 89 2860
10 97 3333

Berechnen und interpretieren Sie den Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizienten.
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