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1 Haufigkeitsverteilungen

1.1 Empirische Verteilungsfunktion

Die empirische Verteilungsfunktion beschreibt anhand von
Werten einer Stichprobe, welcher Anteil dieser Werte kleiner
oder gleich einem bestimmten Wert z ist.

0 fir x < aq,
J
F(x) = Zfi fira; <z und a1 >, (1)
i=1
1 fur z > ay,.

1.2 Stetige empirische Verteilungsfunktion

Die stetige empirische Verteilungsfunktion ist eine kontinu-
ierliche Variante der empirischen Verteilungsfunktion, bei der
die kumulierten relativen Haufigkeiten zwischen den geordne-
ten Stichprobenwerten linear interpoliert werden.

0 fir z < g,

r — (g;—
F(gi—1)+ T gL Ifs

fir ;1 <2 < g;,
d;

1 fir x > gg.

(2)

2 Lagemafle

Statistische Lagemafle sind Kennzahlen, die die zentrale Lage
bzw. den typischen Wert (,Mittelwert®, ,Durchschnitt“) einer
Verteilung beschreiben.

2.1 Arithmetisches Mittel
2.1.1 Arithm. Mittel bei unklassierten Daten

Das arithmetische Mittel ist der Durchschnitt einer Menge
von Zahlen. Es wird berechnet, indem alle Werte addiert und
die Summe durch die Anzahl der Werte geteilt werden.

P= 3w (3)

=1

2.1.2 Arithm. Mittel bei klassierten Daten

Das arithmetische Mittel bei klassierten Daten ist ein Néahe-
rungswert fiir den Durchschnitt, bei dem jede Klasse durch
ihre Klassenmitte und den relativen Anteil der Werte dieser
Klasse an der Gesamtverteilung reprasentiert wird.

k

Ty =) (mifi)

=1

2.2 Median

Der Median ist derjenige Wert, der genau in der Mitte einer
geordneten Verteilung liegt. 50% der Werte einer Verteilung
sind kleiner oder gleich dem Median, 50% der Werte einer
Verteilung sind grofler oder gleich dem Median.

2.2.1 Median bei ungerader Anzahl von Werten

(5)

Tmed = w("TH)

2.2.2 Median bei gerader Anzahl von Werten

1
Tmed = 5((g) +T(5+1)

2.3 Perzentilwerte

Perzentilwerte sind Lagekennzahlen, die eine geordnete Da-
tenverteilung in beliebig definierbare Segmente unterteilen.
Das p-Perzentil ist der Wert, unterhalb dessen oder auf dem
p % aller Werte liegen.

2.3.1 Perzentil bei nicht ganzzahligem np

(hier ist k die néchste auf np folgende ganze Zahl)

Tp = Tk

2.3.2 Perzentil bei ganzzahligem np
(hier entspricht k dem Ergebnis von np)

1
Z‘p = §(l‘k; + Z‘(k+1))

2.4 Modus

Der Modus ist der Wert, der in einer Datenmenge am hiufigs-
ten vorkommt. Er ist nur interpretierbar, wenn die Verteilung
ein eindeutiges Maximum (unimodal) besitzt.

Lmod = Az max

2.5 Geometrisches Mittel

Das geometrische Mittel wird berechnet, indem man das Pro-
dukt aller Werte bildet und daraus die n-te Wurzel zieht. Es
eignet sich besonders fiir Wachstumsraten oder multiplikative
Zusammenhénge.

Bgeomin = & Filo o« g (10)
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2.6 Harmonisches Mittel

Das harmonische Mittel eignet sich vor allem zur Mittelung
von Verhéltniszahlen wie Geschwindigkeiten oder Raten.

n

Ty = = (11)
1

1

S

3 Streuungsmafle

Streuungsmafle sind statistische Kennzahlen, die beschreiben,
wie stark (oder schwach) die Werte einer Datenreihe um ein
Lagemaf variieren (streuen).

3.1 Spannweite

Die Spannweite ist definiert als die Differenz zwischen dem
grofiten und dem kleinsten Wert einer Datenreihe.

(12)

ds = Tmaz — Tmin

3.2 Interquartilsabstand

Der Interquartilsabstand entspricht der Spannweite der mitt-
leren 50% einer Verteilung. Er wird als Differenz zwischen
dem oberen und dem unteren Quartilswert berechnet.

IQR = Zo,75 — L0,25 (13)

3.3 Empirische Varianz

Die empirische Varianz ist die durchschnittliche quadratische
Abweichung der Werte einer Verteilung vom arithmetischen
Mittel dieser Verteilung. Bei der empirischen Varianz wird
durch n, bei der Stichprobenvarianz durch n — 1 geteilt.

82:{711;.%?}—1‘2 (14)
1< _
s2 = - ;(x —z)? (15)
3.4 Stichprobenvarianz
s? = L (z; — z)? (16)

(n—1)

i=1

3.5 Standardabweichung

Die Standardabweichung ist die positive Wurzel der Varianz.
Sie liefert einen nicht-quadrierten Wert fiir die Streuung, der
einfacher als die Varianz zu interpretieren ist.

s=+Vs? (17)

3.6 Variationskoeflizient

Der Variationskoeffizient ist ein relatives Streuungsmafl und
gibt das Verhéltnis der Standardabweichung zum arithmeti-
schen Mittel an. Er ermoglicht den Vergleich der Streuung
von Verteilungen, die in unterschiedlichen Einheiten erfasst
wurden, und kann nur berechnet werden, wenn ein positives
arithmetisches Mittel vorliegt.

(18)

ISTHRY)

3.7 Fiinf-Werte-Zusammenfassung

Die Fiinf-Werte-Zusammenfassung besteht aus dem Minimum
und dem Maximum einer Verteilung sowie den drei Quartils-
werten. Es kann als Sechs-Werte-Zusammenfassung durch das
arithmetische Mittel ergénzt werden.

(19)

[xmin§ 20,255 Tmed; L0,755 xmax]

4 Verteilungsmafle

Verteilungsmafle geben Auskunft dariiber, wie eine Verteilung
optisch aufgebaut ist: flach oder steil bzw. symmetrisch oder
asymmetrisch.

4.1 Momentenkoeffizient der Schiefe

Der Momentenkoeffizient der Schiefe ist ein dimensionsloses
Maf fiir die Symmetrie einer Verteilung. Ein positiver Wert
zeigt Rechtsschiefe, ein negativer Wert Linksschiefe an, Ver-
teilungen mit einem Wert nahe 0 sind symmetrisch aufgebaut.

ms3

n

Z(%‘ - z)°

(21)

S|

(22)

4.2 Quartilskoeffizient der Schiefe

Der Quartilskoeffizient der Schiefe ist ein robustes Ma#B fir die
Asymmetrie einer Verteilung, das auf den Quartilen basiert.
Er vergleicht die Abstédnde zwischen Median und oberem bzw.
unterem Quartil und ist weniger empfindlich gegeniiber Aus-
reiffern als momentbasierte Schiefemafe.

_ (330,75 - xmed) - (xmed - 3;‘0725) (23)
Zo,75 — 20,25

90,25
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4.3 Kurtosis / Exzef3

Die Kurtosis ist ein dimensionsloses Maf fiir die Form einer
Verteilung im Vergleich zur Normalverteilung. Bei einer Kur-
tosis nahe 0 entspricht die Wolbung der Verteilung der einer
Normalverteilungen, positive Werte zeigen eine steilere, ne-
gative Werte eine flachere Wolbung an. Eine hohe Kurtosis
weist zudem auf eine stirkere Ausreifferneigung hin.

(24)

(25)

(26)

5 Zusammenhangsmafle

Zusammenhangsmafle bzw. Korrelationskoeffizienten sind sta-
tistische Kennzahlen, die Stédrke und Richtung des Zusam-
menhangs zwischen zwei Variablen beschreiben. Je nach Ska-
lenniveau und Art des gesuchten Zusammenhangs werden un-
terschiedliche Mafle verwendet.

5.1 Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizient

Der Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizient misst die Starke
der linearen Korrelation zwischen zwei metrischen Variablen.
Er nimmt Werte zwischen —1 und +1 an, wobei —1 fiir einen
perfekten negativen, +1 fiir einen perfekten positiven und
Werte nahe 0 fiir keinen linearen Zusammenhang stehen.

i (ziyi) — nTY

(27)

5.2 Konkordanzkoeffizient nach Kendall

Der Konkordanzkoeffizient nach Kendall misst die Stérke ei-
ner monotonen Korrelation zwischen zwei Variablen anhand
der Ubereinstimmung der Rangreihen. Er nimmt Werte zwi-
schen —1 und +1 an und ist auch fir ordinale Daten geeignet.

_ 2K -D)
7= W =1) (28)

5.3 Rangkorrelationskoeffizient nach
Spearman

Der Rangkorrelationskoeffizient nach Spearman misst die Stéar-
ke einer monotonen Korrelation zwischen zwei Variablen an-
hand ihrer Rangplédtze. Auch er eignet sich fiir ordinale Daten
und nimmt Werte zwischen —1 und +1 an.

6 d?

(n?2—1)n (29)

p=1-

6 Lineare Regression

Die univariate lineare Regressionsanalyse untersucht den li-
nearen Zusammenhang zwischen einer abhéngigen und einer
unabhéngigen Variablen. Ziel ist es, diejenige Gerade zu er-
mitteln, die die abhéngige Variable moglichst gut durch die
unabhéingige Variable erklédrt bzw. vorhersagt.

6.1 Aufstellung der Regressionsfunktion
6.1.1 Regressionskoeffizient

Der Regressionskoeffizient gibt die geschéitzte Anderung der
abhéngigen Variable an, wenn die unabhédngige Variable um
eine Einheit steigt. Er entspricht der Steigung der Regressi-
onsgeraden.

(@sy:) — nxY

5 (a2) — na?

6.1.2 Konstantes Glied

Das konstante Glied ist der geschitzte Wert der abhédngigen
Variablen, wenn die unabhéngige Variable den Wert 0 an-
nimmt. Es entspricht dem y-Achsenschnittpunkt der Regres-
sionsgeraden.

(31)

a=19y—bx

6.1.3 Regressionsfunktion

y=a+bx (32)

6.2 Uberpriifung der Modellgiite

Das Bestimmtheitsmafl R? gibt an, welcher Anteil der Streu-
ung der abhingigen Variable durch das lineare Regressions-
modell erklart wird. Es liegt zwischen 0 und 1; je hoher der
Wert, desto besser passt das Modell zu den Daten. R? ent-
spricht dem quadrierten Bravais-Pearson-Koeffizienten.

ESS

2 _
R_TSS

(33)

7 Mengenlehre

7.1 Kommutativgesetz

Das Kommutativgesetz besagt, dass bei bestimmten Rechen-
operationen die Reihenfolge der Operanden vertauscht wer-
den kann, ohne dass sich das Ergebnis &dndert.

ANB=BnA
AUB=BUA

(34)
(35)
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7.2 Assoziativgesetz

Das Assoziativgesetz besagt, dass bei bestimmten Rechenope-
rationen die Klammerung der Operanden verdndert werden
kann, ohne dass sich das Ergebnis dndert.

(ANB)NC=ANn(BNC)
(AUB)UC =AU (BUC)

7.3 Distributivgesetz

Das Distributivgesetz beschreibt, wie Klammern aufgelost wer-
den koénnen, indem eine Operation iiber eine andere Operati-
on verteilt wird.

(AUB)NC =(ANC)U(BNC)
(ANB)UC = (AUC)N(BUC)

7.4 De Morgansche Regeln

Die De Morganschen Regeln besagen, dass das Komplement
der Vereinigungsmenge der Mengen A und B der Schnittmen-
ge aus dem Komplement der Menge A und dem Komplement
der Menge B entspricht - und umgekehrt. Sie ermdglichen
damit das ,,Auflésen“von Negationen.

(40)
(41)

8 Axiome von Kolmogoroff

Die Axiome von Kolmogoroff sind die grundlegenden Regeln
der Wahrscheinlichkeitstheorie. Sie besagen, dass Wahrschein-
lichkeiten nichtnegativ sind, die Wahrscheinlichkeit des siche-
ren Ereignisses 1 betrdgt und sich die Wahrscheinlichkeiten
paarweise disjunkter Ereignisse addieren.

1. Erstes Axiom von Kolmogoroff
P(A)>0

2. Zweites Axiom von Kolmogoroff
PQ)=1

3. Drittes Axiom von Kolmogoroff
P(AUB) = P(A) + P(B)
falls P(ANB) =10

9 Wahrscheinlichkeitslehre

9.1 Laplace-Wahrscheinlichkeit

Die Laplace-Wahrscheinlichkeit beschreibt die Wahrschein-
lichkeit eines Ereignisses bei einem Zufallsexperiment mit end-
lich vielen und gleich wahrscheinlichen Ergebnissen. Sie wird
als Anzahl der giinstigen Ereignisse geteilt durch die Anzahl
aller moglichen Ereignisse berechnet.

_ > zuApassende Elementarereignisse

P(A) =

42
>~ denkbare Elementarereignisse (42)

9.2 Additionssatz fiir unvereinbare
Ereignisse

Der Additionssatz fiir unvereinbare Ereignisse besagt, dass
sich die Wahrscheinlichkeit der Vereinigung zweier disjunk-
ter Ereignisse durch Addition ihrer Einzelwahrscheinlichkei-
ten ergibt.

P(AU B) = P(A) + P(B) (43)

9.3 Additionssatz fiir beliebige Ereignisse

Der Additionssatz fiir beliebige Ereignisse besagt, dass die
Wahrscheinlichkeit der Vereinigung zweier Ereignisse der Sum-
me ihrer Einzelwahrscheinlichkeiten minus der Wahrschein-
lichkeit ihres gemeinsamen Auftretens entspricht.

P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB)  (44)

9.4 Multiplikationssatz bei stochastischer
Unabhiangigkeit

Der Multiplikationssatz bei stochastischer Unabhangigkeit be-

sagt, dass die Wahrscheinlichkeit des gemeinsamen Eintre-

tens unabhéngiger Ereignisse dem Produkt ihrer Einzelwahr-
scheinlichkeiten entspricht.

P(AN B) = P(A)P(B) (45)

9.5 Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

Mit dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit ldsst sich die
Wahrscheinlichkeit des Eintretens eines Ereignisses aus be-
dingten Wahrscheinlichkeiten und den Wahrscheinlichkeiten
bedingender Ereignisse bestimmen.

k

> P(B|A;)P(4;)

=il

P(B)

9.6 Satz von Bayes

Der Satz von Bayes erméglicht die Berechnung der Eintritts-
wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A unter der Bedingung,
dass zuvor ein anderes Ereignis B eingetreten ist.

P(B|A;) P(As)
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10 Kombinatorik

Die Kombinatorik befasst sich mit dem Anordnen und Aus-
wahlen von Elementen nach bestimmten Regeln. Sie unter-
sucht u.a., wie viele Moglichkeiten es gibt, Elemente mitein-
ander zu kombinieren oder in eine Reihenfolge zu bringen.

10.1 Variation ohne Zuriicklegen

Die Variation ohne Zuriicklegen beschreibt die Anzahl geord-
neter Auswahlen von k& Elementen aus n verschiedenen Ele-
menten, wobei jedes Element hochstens einmal gewahlt wer-
den darf. Die Reihenfolge der ausgewédhlten Elemente spielt
dabei eine Rolle.

(n—k)!

10.2 Permutation

Die Permutation ist ein Sonderfall der Variation ohne Zurtick-
legen, der dann eintritt, wenn k& und n identisch sind.

n! (49)

10.3 Variation mit Zuriicklegen

Die Variation mit Zuriicklegen beschreibt die Anzahl geordne-
ter Auswahlen von k Elementen aus n Elementen, wobei jedes
Element mehrfach gewdhlt werden kann. Die Reihenfolge der
ausgewahlten Elemente spielt dabei eine Rolle.

n* (50)

10.4 Kombination ohne Zuriicklegen

Eine Kombination ohne Zuriicklegen ist eine ungeordnete Aus-
wahl von k Elementen aus n verschiedenen Elementen, bei
der jedes Element hochstens einmal gewédhlt werden darf. Die
Reihenfolge der Auswahl spielt dabei keine Rolle.

n!

kl(n — k)! (51)

10.5 Kombination mit Zuriicklegen

Eine Kombination mit Zuriicklegen ist eine ungeordnete Aus-
wahl von k£ Elementen aus n verschiedenen Elementen, bei
der Elemente mehrfach ausgewéhlt werden dirfen. Die Rei-
henfolge spielt dabei keine Rolle.

(n+k—1)!

(n—1)k! (52)

11 Rechnen mit Zufallsvariablen

11.1 Wahrscheinlichkeitsfunktion
P(X =) = f(:) (53)
11.2 Verteilungsfunktion
P(X <g)= Y fl@:) = F(g) (54)
2;<g
11.3 Erwartungswert einer Zufallsvariablen
BOX) =Y (55)
i>1
11.4 Varianz einer Zufallsvariablen
Var(X) =) (z; — E(X))* pi (56)

i>i

12 Konfidenzintervalle

Ein Konfidenzintervall ist ein aus Stichprobendaten berechne-
ter Wertebereich (Vertrauensbereich), der einen unbekannten
Populationsparameter mit einer festgelegten Vertrauenswahr-
scheinlichkeit einschliefit.

12.1 Konfidenzintervall um p
bei bekanntem o

_ g _ g
P(z—zl_%\/ﬁ <u Sx—kzl_%%) =1l-a (57
z1—¢ beil —a=0,95 und df =1:1,96
z1—a beil—a =099 und df =1:2,58
2
12.2 Konfidenzintervall um p
bei unbekanntem o
P(i—t S <<+t * J=1-a
1-2in—1 1 S U 1-%5n—1 =1
(58)

t1-g:n-1 beil —a=0,95und df =1 :2,093

t1-g;n-1 beil —a =099 und df =1: 2,361
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13 Chi-Quadrat-Test auf
stochastische Unabhéangigkeit

Der Chi-Quadrat-Test auf stochastische Unabhéngigkeit priift,
ob zwei kategoriale Variablen voneinander abhéngig sind. Er
vergleicht hierfir die tatsdchlich beobachteten H&éufigkeiten
mit den Werten, die man bei volliger Unabhéngigkeit der Va-
riablen voneinander erwarten wiirde.

Tabellierte Quantile der Chi-Quadrat-Verteilung (Auszug):

df/p | 0,9 095 0975 0,99 0,995
I | 271 384 502 663 7,88
2 | 461 599 738 921 10,60
3 1625 7,81 935 11,34 12,84
4 | 778 949 11,14 13,28 14,86
5 | 924 11,07 12,83 15,09 16,75

14 Minimale Stichprobengrofle
nach Cochran

Die Formel nach Cochran dient zur Bestimmung der minimal
erforderlichen Stichprobengréfie, um einen Anteilswert mit
vorgegebener Genauigkeit und Sicherheit zu schitzen. Dabei
ist z der z-Wert des Konfidenzniveaus, p der erwartete An-
teilswert und e die gewiinschte Fehlertoleranz.

Z’pq

= (59)

72
pa_q

14+ ——

n =

15 TUbersicht der
Verfahrensrobustheiten

Robust

Modus, Median, Quartile, Quantile, Perzentile, Interquar-
tilsabstand, Quartilskoeffizient der Schiefe, Konkordanz-
koeffizient nach Kendall, Rangkorrelationskoeffizient nach
Spearman

Nicht robust

Arithmetisches Mittel, Geometrisches Mittel, Harmoni-
sches Mittel, Spannweite, Varianz, Standardabweichung,
Variationskoeffizient, Fiinf-Werte-Zusammenfassung, Kur-
tosis/ExzeB8, Momentenkoeffizient der Schiefe, x2-Test,
Bravais-Pearson-Korrelationskoeffizient, Univariate Linea-
re Regression

16 Ubersicht der
Mindestskalenniveaus

Nominalskalenniveau

Modus, Venn-Diagramme, y?-Test

Ordinalskalenniveau

Median, Quartile, Quantile, Perzentile, Interquartilsab-
stand, Finf-Werte-Zusammenfassung, Quartilskoeffizient
der Schiefe, Stem-and-Leaf-Diagramme, Box-Plots, Rang-
korrelationskoeffizient nach Spearman, Konkordanzkoeffi-
zient nach Kendall

Kardinalskalenniveau

Arithmetisches Mittel, Geometrisches Mittel, Harmoni-
sches Mittel, Spannweite, Varianz, Standardabweichung,
Variationskoeffizient, Momentenkoeffizient der Schiefe,
Kurtosis/Exzef}, Bravais-Pearson-Korrelationskoeflizient,

Univariate Lineare Regression
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